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ciik dilinizi yutturabilir ama nasil yaptigini
ogrendiginizde numaranin biitiin havasi kay-
bolur. Numaranin gergekten sihirbazlik olmadig-
n1 anlarsiniz! Bu bir digkirikligi yaratir. Onun igin
sihirbazlar numaralarini nasil yaptiklarini agikla-
mazlar. Nedendir bilinmez insanoglu sihirbazhg: bi-
lime yegler, sihirbazhgi daha eglenceli bulur.
Matematikte de ilk bakista zor goriinen ba-
z1 problemlerin ¢6zimu ¢ok basit olabilir, sasir-
tict derecede basit bir matematiksel ilkeye daya-
nabilir. Matematikgilerin sirlarini paylasmamasi
(en azindan giinimiuzde) s6z konusu olmadigin-
dan bu ilkelerden birini agiklayacagiz: Cekmece
[lkesi, nam diger Giivercin Yuvas: 1lkesi.
Ilke gercekten ¢ok basit. Ama énce numara-
mizi yapalim:

Bir sihirbaz sahnede yaptigi numarayla ki-

Kiigiik Gauss babasiyla
ormanda gezerken sormus:

— Bu ormanda yaprak sa-
yist ayni olan iki agacin olma-
st igin herhangi bir kosul soy-
leyebilir misin?

Baba Gauss boyle bir ko-
sul diigtinemeyince yaniti kii-
ciik Karl vermis:

— Eger ormandaki yaprakli aga¢ sayisi, bu
ormanin en ¢ok yapragi olan agacin yaprak sayi-
sindan daha fazlaysa, en az iki agacin yaprak sa-
yist aymidir...

Bu oyku buytk bir olasilikla uydurmadir.
Ama kiigik Gauss’un buyudiginde dinyanin
gelmig gecmis en blytik matematikgisi olacagi
gergektir.

Gauss’un yanit1 karigik gibi gortinebilir ilk
bakista. Ama ¢ok kolay oldugunu su agiklamay1
okuyunca fark edeceksiniz: Guvercin besledigini-
zi digtinelim, her aksam da giivercinler yuvalari-
na girsinler. Eger giivercin sayisi giivercin yuvasi
sayisindan fazlaysa, ornegin 4 yuva ve 5 giivercin
varsa, en az bir yuvada birden fazla giivercin var-
dir. Ilkeye Giivercin Yuvasi adi verilmesinin ne-
deni bu agiklamadir.

* Bogazici Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyesi.

50

Bu ilke degisik ama denk ifadelerle de verile-
bilir. Ornegin,

1. Belli sayida giivercin ayni sayida yuvaya
yerlestirildiginde yuvalardan birinin bos kalmasi
icin gerek ve yeter kosul, en az bir yuvada birden
fazla giivercin olmasidir.

2. Eger belli sayida giivercin belli sayida yu-
vaya higbir yuvaya birden fazla giivercin koyma-
dan yerlestirilebiliyorsa, o zaman giivercin sayisi
yuva sayisindan kiiciik veya esittir.

3. Iki sonlu kiime arasinda birebir esleme ol-
masi i¢in gerek ve yeter kosul, bu iki kiimenin ele-
man sayisinin esit olmasidir.

Ormana ve agaglara donelim. Ne demisti Ga-
uss? Ormandaki yaprakli agac sayisi en fazla yap-
ragi olan agacin yaprak sayisindan fazlaysa... Or-
manda 5 agac olsun ve her agac en fazla 4 yaprakli
olsun. Ilk dért agacin yaprak sayilari 1, 2, 3, 4 ola-
rak farkli olabilir. Ama sona kalan agacin yaprak
sayist bu sayilardan birine esit olmak zorunda
kalacaktir.

Simdi ti¢ 6rnek problem ve bu problemlerin
¢oziimlerini verelim.

Ornek 1. Bir diizlemin biitiin noktalar: iki
renkle boyanirsa, dort kosesi de ayni renkte olan
bir dikdortgen vardr.

Coziim: Ug yatay ve dokuz dikey dogru cize-
lim. Ug nokta iki renge 23, yani 8 degisik sekilde
boyanabileceginden dikey dogrularin en az ikisi-
nin ii¢ yatay dogru ile kesisimi ayni sekilde renk-
lendirilmis olmalidir. U¢ noktadan en az ikisi ay-
ni renk olacagindan aranan dikdértgeni buluruz.

Ornek 2. Kenar uzunlugu 2 olan bir eskenar
iicgenin icinde alinan bes noktadan en az ikisi
arasmdaki uzakligim 1’den kiiciik veya esit oldu-
Sunu gosteriniz.

Coziim: Uggenin ii¢ kenarmn orta noktalari-
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n1 birlestirelim. Boylece ticgeni kenar uzunlukla-
r1 1 olan dort eskenar liggene ayirmis oluruz. Bu
tiggenin iginde bes nokta alirsak en az ikisini ay-
n1 kiigtik iiggenden almak zorunda kaliriz. Ve ka-
nitimiz tamamlanmug olur.

Polinom

agy + a1x + ... + anxn bigciminde yazilan bir ifa-
deye polinom denir. a, ay, ..., an sayilar1 bu po-
linomun katsayilaridir. Ornegin, —2 + 3x2 + 7x3,
katsayilar1 tamsay1 olan bir polinomdur. 7 + V2x
katsayilar1 gergel sayilardan olusan bir bagka po-
linomdur. Ama Vx bir polinom degildir. 1/x de bir
polinom degildir. 1 + x + x2 + x3 + ... + x1 + ...
gibi sonsuz ifadeler de polinom degildirler.

Bu sorunun asagidaki genellenmig halinin ka-
nitlanmasini size birakiyoruz.

Ornek 3. f(x), katsayilar: tamsay: olan bir
polinom olsun. Eger f(x) = 2 esitligini saglayan ii¢
tamsayi varsa, f(x) = 3 esitligini saglayan bir tam-
sayr olmadigimi kamitlaymn.

Coziim: Once, p ve g sayilari ne olursa olsun,
p — q sayisiun f(p) — f(q)’yi boldigunt gozlem-
leyinl. Simdi f(a) = f(b) = f(c) = 2 ve f{d) = 3 ol-
sun. Bu durumda,

(d-a)l(fld)-fla)) =3-2=1

(d=b) | (fid) - fib)) =3-2=1

(d=c)l(fld)-fle)) =3-2=1
oldugundan?, d — a, d — b ve d — c sayilari ya 1’e
ya da —1’e esit olmalidir. Guivercin yuvast ilkesi-
ne gore bu ti¢ sayidan en az ikisi birbirine esit ol-
mali. Bundan da a4, b ve ¢ sayilarindan en az iki-
sinin esit olmasi gerektigi cikar. Boylece kanitimiz
tamamlanmustir.

Sorular

1. n + 1 tamsay arasinda, farklari 7’ye tam ola-
rak bolunen en az iki say1 vardir.

2. Bir diizlem tizerindeki 25 noktanin herhan-
gi t¢l arasindaki minimum uzaklik 1’den
az olsun. Bu noktalarin en az 13’unii igine

1 Ipucu: 7 bir dogal sayiysa, p — q sayis1 pr — gn sayisini boler.

2 v ifadesi “u sayist vyl boler” anlamina gelmektedir.
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alan 1 yaricaph bir ¢cemberin varoldugunu
gosteriniz.

. nve k pozitif iki tamsay1 olsun. 7’nin k ile bo-
lindugiinde ayni kalani veren en az iki kuvve-
ti oldugunu gosteriniz.

4. 7’nin 0001 ile biten bir kuvveti oldugunu

gosteriniz.

. Yarigapi 1 olan bir ¢gemberin i¢inde alinan 6
noktadan en az ikisi arasindaki uzakligin 1’den
kiiguk veya esit olacagini gosteriniz.

Otuz giinde her giin en az bir hap icmek ko-
suluyla 45 hap igen bir hastanin, ictigi hap
sayisinin toplam 14 oldugu ardisik bir gtnler
dizisi oldugunu gosterin. a

Bir Sihirbazlik

Yontemin glicunt daha iyi gostermek icin bir
bagka teorem kanitlayalim. Buram buram sihir-
bazlik kokan bir teorem... 1’le 50 arasindan her-
hangi on say1 segin. Simdi ¢ok iddiali bir sey soy-
leyecegiz: Bu on sayi arasindan, toplamlar:
birbirine esit olan iki tane beg sayilik kiime bula-
bilirsiniz. Ornegin, diyelim,

{2, 5,24, 26,27, 30, 33, 34,42, 50}
sayilarini sectiniz. Asagidaki bes 6geli altkiimele-
re bakalim:

(2,24, 27, 33, 42} ve 5, 26, 30, 33, 34).

Bu iki kiimenin sayilarinin toplamlari birbiri-
ne esittir. [nanmazsaniz toplayin.

Isterseniz baska on say1 segin. Biraz denerse-
niz — ne sihirdir ne keramet — sectiginiz on say1
arasindan, toplamlari esit olan iki tane beg ele-
manli kiime bulabilirsiniz.

Bu savi kanitlayalim. A, on sayilik kiimemiz
olsun. A’nin kag tane beg 6geli altkimesi vardir?

(10 =252
S

tane vardir. Bu sayiy1 aklimizda tutalim, birazdan
gerekecek. Her bes 6gelik altkiimenin sayilarinin
toplami en az
1+2+3+4+5=15
olabilir, en ¢cok da
46 + 47 + 48 + 49 + 50 = 240.
Toplamlarin 15’le 240 arasinda degistigini bul-
duk. 15°le 240 arasinda
240 -15 + 1 =226
say1 vardir. Bu say1 da 6nemli olacak, aklimizda
tutalim.

Demek ki, 252 tane bes 6gelik altkiimenin
sayilarinin toplami (15’le 240 arasindaki) 226
sayidan biri olmali. 252, 226’dan daha buyiik
oldugundan, givercin yuvasi ilkesine gore, bu
252 altkiimeden en az ikisi ayni toplami verme-
li. Teoremimiz kanitlanmustir. 4




